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After calculating ground and excited states of one-electron systems with improved discretization 
methods in Part III of this work it is shown that also correlation contributions can be yielded by 
this formalism. The more powerful discretization methods are applied to the two-electron systems 
He and H^. For multi-electron systems the symmetry properties of the wave function become 
important but in the case of two-electron systems an antisymmetric spin part can be separated and 
the integral kernel containing the spatial part of the wavefunction has therefore to be symmetric. 

N a c h d e m in Teil III dieser Reihe [1] Grund- und 
angeregte Zus tände von Einelektronsystemen mit ver-
besserten Diskret is ierungsmethoden berechnet wur-
den, soll hier zu den Mehrelektronensystemen über-
gegangen werden, wobei der Schwerpunkt zunächst 
auf den Zweie lekt ronensys temen liegt. Bei der Be-
handlung von Mehrelektronensystemen k o m m e n als 
wesent l iche Erwei terungen die Ant isymmetr ieforde-
rung der Wel lenfunkt ion bei Vertauschung zweier be-
l iebiger Elektronenkoordinaten und das Auftre ten von 
Korrelat ionseffekten hinzu. Für die Wel lenfunkt ion 
&{x) des Mehre lekt ronensys tems wird zunächst ohne 
Einschränkung die e indimensionale Darstel lung 

T 

¥(*) = J K(x,u(t))f(t)dt (1) 
o 

angesetzt , wodurch nach Energieminimierung bezüg-
lich der Erzeugenden f(t) die e indimensionale HILL-
WHEELER-Gleichung 

T 

J[H(t',t)-eS(t',t)]fmt = 0 (2) 

o 
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resultiert. Inwieweit die obengenannten Forderungen 
an die Wel lenfunkt ion x ) durch die Integraldarstel-
lung (1) erfüll t werden können, wird im fo lgenden 
untersucht . 

Al lgemeine Symmetr i e forderungen im Falle der 
Integraldarste l lung 

Eine a l lgemeine Viel te i lchenwel lenfunkt ion 
als E igenfunkt ion eines molekularen Hamil tonopera-
tors z u m Eigenwer t m i t x als Gesamthei t aller Orts-
und Spinkoordinaten läßt sich als Linearkombinat ion 
von orts- und sp inabhängigen Funkt ionen folgender-
maßen formul ieren: 

!?*(*) = ö w W ß i C s ) . (3) 
i 

Dabei sind die Sp in funk t ionen Qx{s) E igenfunkt io-
nen zu Sz und S2. Das Symmetr ieverhal ten der 
und f2 t bezügl ich Koordinatenver tauschung m u ß so 
beschaf fen sein, daß die korrekte Ant isymmetr ie der 
Gesamtwel l en funk t ion gewährleis tet ist: 

Px(iJ)*k(xu...,xn)= - ^ ( x , , . . . , x n ) . (4) 

In [2] wurde fü r den Fall der a l lgemeinen Gauß-
schen Integral t ransformation genau angegeben, wie 
sich bes t immte Symmet r i e fo rderungen an die Viel-
te i lchenwel lenfunkt ion & auf die Integraldarstellung 
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auswirken, d. h. welche Forderung an den Kern K 
bzw. die Erzeugende / zu stellen sind, damit $ die 
erforderliche Gesamtsymmetrie besitzt. Da der Ener-
gieausdruck, gebildet mit aus (3), geschrieben wer-
den kann als 

£k = 
E i j Q i j f ^ O k j d r ' 

(5) 

wobei die Q t J die Überlappungsintegrale der line-
ar unabhängigen Spinfunktionen f2z darstellen, er-
strecken sich die verbleibenden Integrationen für 
einen spinunabhängigen Hamiltonoperator nur über 
die räumlichen Koordinaten. Diese räumlichen An-
teile 0kl werden dann mittels einer Integraltransfor-
mation dargestellt. 

Im Prinzip kann für eine nicht koordinatenredu-
zierte Integraldarstellung 

<£(x) = J I\(x,u)f(u)du mit dim(x) = dim(w) (6) 

die Symmetrieforderung auch von der Erzeugenden 
/ ( « ) erfüllt werden, wogegen in der eindimensionalen 
Formulierung eine speziellere Konstruktion für f i t ) 
nötig wird, wie sie in [3] vorgeschlagen wurde. Wir 
werden uns im folgenden auf die Realisierung der 
Symmetrieforderungen durch den Integralkern K be-
schränken. 

Bei der Behandlung von Zweielektronensystemen, 
tritt eine Vereinfachung bezüglich der Antisymme-
trieforderung an $ hinzu, die für den 'S Grundzu-
stand von He bzw. für den ' Z Grundzustand des 
H2-Moleküls leicht durch Multiplikation einer anti-
symmetrischen Spinfunktion F2(«Si, ^2) an eine sym-
metrische Zweiteilchenortsfunktion @(rj,r2) erfüllt 
werden kann. In der Darstellung (3) tritt also nur ein 
einziger Term auf, wobei für 0{r\, r2) dann gilt 

P r ( l , 2 ) 0 ( r 1 , r 2 ) = 0 ( r 1 , r 2 ) . (7) 

Aus der Darstellung der Wellenfunktion durch 

V(x\,x2) = G{rur2)n{sl,s2) (8) 

= ü(sus2) J K(rur2,ux(t),u2{t))f(t)dt 

folgt die Symmetriebedingung des Integralkernes 

= K(r\,r2lu\{t)iu2(t)). 

(9) 

Es wird also nur der räumliche Anteil (9(/*i,r2) mit-
tels einer Integraldarstellung repräsentiert, und für 

s 2 ) gilt 

ß ( « i , * 2 ) = -7=[a(l) /?(2) - 2)0(1)] . (10) 
V2 

Formulierung des Integralkernes für die Zwei-
elektronensysteme 

Wie oben erwähnt, soll der Integralkern K in sei-
ner Form weiterhin von einfacher Bauart sein. So bie-
tet sich eine Formulierung als Produktfunktion an, in 
welcher für jedes Elektron der Faktor 

e x p { - ( / \ - ul(t))2} 

auftritt. Dabei sollen a priori keine Korrelationster-
me e — r ' 2 miteinbezogen werden, da eine Verallge-
meinerung auf Mehrelektronensysteme dadurch sehr 
erschwert wird. Vielmehr ist ein Korrelationsbeitrag 
auch mittels eines Produktansatzes erhältlich, falls 
gleichzeitig eine Integraltransformation zum Einsatz 
kommt [4]. 

Dies kann schon am Beispiel einer Produktfunktion 
aus zwei unnormierten Gauß-Funktionen der Form 

0(rur2,R) = e~a^ R)2
e-a{r2 R)7 

(11) 

gezeigt werden. In der Produktfunktion 0 besteht 
nach dieser Konstruktion noch die Abhängigkeit 
vom gemeinsamen Aufpunkt R der beiden primiti-
ven Gauß-Funktionen. Gleichung (11) läßt sich um-
formen zu 

0 ( r i , r 2 , Ä ) = e x p { - ^ r f 2 | 

x exp j—2c* ^ 

(12) 

r 1 +r 2 R 

Wird nun über alle Aufpunkte integriert, d.h. wirkt der 
Aufpunktvektor als Generatorkoordinate, entfällt die 
/^-Abhängigkeit und man erhält für 0 eine Darstel-
lung mit Korrelationsterm, die sich nun nicht mehr als 
Produkt zweier Einteilchenfunktionen schreiben läßt: 

6>(r,,r2) = exp { - | r ? 2 } (13) 

x / e x p { - 2 a ( ^ p - - f(R)dR . 
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Wie sich an den Ergebnissen zeigte, lassen sich auf 
diese Weise beträchtliche Korrelationsbeiträge ge-
winnen (s. u.). 

Als Integralkerne für das Heliumatom und das 
Wasserstolfmolekül dienen folgende Funktionen: 

A' (i) _ -(n -ux(t))\-(r2-u2(t))2 

He 

'(2) 
He = e <r i um\-(r2-u2(t))2 

( 1 4 ) 

( 1 5 ) 

+ e -in - u2(t))2 -(n - u2(t)f 

K0) = e—a(t){r\ — u\(t))2
 e~ß(t)(r2 — u2(t))2 

= K H2 (16) 

Ferner wurde für He auch ein radialsymmetrischer 
Kern zur Untersuchung von radialer Korrelation ein-
gesetzt, der folgende Form aufweist: 

Ä-(4) = e-a(t)r\e-ß{t)r\ ( 1 7 ) 

Es handelt sich im Falle von A' (4) also um kernort-
zentrierte Funktionen mit zweidimensional parame-
trisierten Exponentialfaktoren. 

Die Integralkerne des Heliums A' (1), A' (3), A'(4) 

und A'H, erfüllen die Symmetrie bezüglich Ortsko-
ordinatenvertauschung nicht, was sich bei den kon-
kreten Rechnungen jedoch als nicht ausschlagge-
bend erwies. Vielmehr konnte durch eine leichte 
Erhöhung der Punktzahl dieselbe Güte wie bei Ver-
wendung des symmetrischen Kerns erzielt werden. 
Ferner traten vor allem bei der Symmetrisierung 
von A' (4) schon früh lineare Abhängigkeiten auf, die 
eine Eigenwertberechnung unmöglich machten. Es 
zeigte sich ferner, daß für brauchbare Resultate ei-
ne Flexibilisierung des Kernes durch Hinzunahme 
von a(t) bzw. ß(t) im Exponenten unumgänglich ist, 
wodurch ein achtdimensionaler Parameterraum, auf-
gespannt von Mi(t), u2(t), a(t) und ß(t), abzutasten 
ist. Eine vollständige Symmetrisierung dieser Kerne 
würde aus vier Termen bestehen, welche bei Berech-
nung der Matrixelemente S(t',t) und H(t',t) zu ei-
ner übermäßig hohen Zahl an Teilausdrücken führen 
würden. Daher wird mit obigem Argument auf ei-
ne vollständige Symmetrisierung der flexibleren In-
tegralkerne verzichtet. 

Berechnung der Matrixelemente für He 

Zur Aufstellung der HILL-WHEELER-Gleichung (2) sind die Matrixelemente 

H(i)(t',t) = J j i,#"2, mi(t1), u2(t'))HK^(ri,r2,u\(t), u2(t))dr\<\r2, 

S(l\t',t) = K { l \ r , , r2, u! (*'), u2(t'))K(l\r,, r2 , u, (*), u2(t)) dr, dr2 t'wistt) (18a, b) 

zu bilden, wobei die A ' w die oben aufgeführten reellen Kerne darstellen. Der Hamiltonoperator für das 
Heliumatom lautet in atomaren Einheiten 

H(He) = - - V ? -~V2
2 — + — . 

2 2 1 + — 

r\A r2A r\2 

Zur Vereinfachung seien die folgenden Abkürzungen eingeführt: 

g(ij) := exp - Uj(t)|2} v g ( i j ' ) := exp {-\n - u3(t')\2} , 

s(j',k) := J g(i,j')g(i, k)6rz = (J^) 2 exp j - i u0(t') - uk(t) 

f i j ' , k) := j g d j ' ) k)drl = -2TT exp{-^\Uj(t') - uk(t)\2}F0 Q| Uj(t') + Uk(t) 

( 1 9 ) 

(20) 

(21) 

,(22) 
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dii i',j,k',l) := t drxdr2g{\,i')g{\,j)—g(2,k')g(2J) 
J r 12 

R5/2 
exp { - ^ M O - Uj(t)|2 - l-\uk(t') - MK<)|2} ^O ^ 

Ui(t') + Uj(t) Uk(t') + Ui(t) 
• (23) 

Damit ergeben sich für He mit den Integralkernen A'(1) und K ( 2 ) folgende Matrixelemente: 

S^(t',t) = 5 ( 1 ' , 1 ) ^ ( 2 ' , 2 ) , 

H(]\t', t) = 5 ( 2 ' , 2 ) I [ 3 - |«N(<) - M L ( I ' ) | 2 ] 5 ( L ' , 1) + 5 ( 1 ' , 1 ) 1 [ 3 - | M 2 ( 0 - H 2 « ' ) | 2 M 2 ' , 2 ) 

+ 5 ( 2 ' , 2 ) / ( L ' , 1) + 5 ( 1 ' , L ) / ( 2 ' , 2 ) + d(\', 1 , 2 ' , 2 ) , 

S ( 2 ) ( * ' , * ) = 2 ( 5 ( 1 ' , 1 ) 5 ( 2 ' , 2 ) + 5 ( 1 ' , 2 ) 5 ( 2 ' , 1 ) ) , 

H{2\t',t) = 2{5(1', 1)1 [3 - M O - m2(*)|2]s(2',2) + 5(1 ' ,2)1 [3 - |«2(t') - m,(0|2]s(2', 1) 

3 - | M L « ' ) - « I ( 0 | 2 ] 5 ( L ' , L ) } 

+ 2 ( 5 ( 2 ' , 2 ) / ( L ' , 1) + 5 ( 2 ' , 1 ) / ( 1 ' , 2 ) + 5 ( 1 ' , 2 ) / ( 2 ' , 1) + 5 ( 1 ' , L ) / ( 2 ' , 2 ) } 

+ d( 1 ' , 1 , 2 ' , 2) + d(\', 2 , 2 ' , L) + D(2 ' , 1, 1 ' , 2 ) + D(2 ' , 2 , 1 ' , 1). 

(24) 

(25) 
(26) 

+ 5(2', 1)1 [3 - !«,(*') - « 2 (0 | 2 ] 5(1', 2) + 5(2', 2 )1 

Der erweiterte Kern K(3] liefert 

S{3\t\t) = t)j\r2(f',f)Etf',f), 

H(3\t',t) = S(3\t',t)A(t',t)[3-2A(t',t)\ul(t')-ul(t)\2] 

+ S{3\t',t)B(t', t) [3 - 2B(t',t)\u2(t') - u2(t)\2] 

- 2 N2(t',t) ** F0 f ( a ( f ) + a(t)) \Da(t', *)|2) E(t', t) 
a ( r ) + Q:(<) \ / 

-2Nx{t',t) ^ F0 ( W ) + ß(t)) \D0(t',t)\2) £(*',*) 

(27) 

(28) 

2tx 5 ' 2 E{t ' , t ) 
(a(t') + a(t))(ß(t') + ß(t)Wa(f) + a ( f ) + /?(<') + /?(*) 

unter Verwendung der Abkürzungen 

F0 (C(<',*)|Da - D 0 \ 2 ) (29) 

A(t',t) = 

a(t') + a(t) 

a(t')a(t) 

3/2 

, N2(t',t) = 
ß(t') + ß(t) 

3/2 

B , j m m _ ( a ( Q + a ( * ) ) W ' ) + /?(*)) 
a ( f ) + a(*)' ß(t') + ß(t)' a(t') + a(t) + ß(t') + ß(t) 

: ~ . : , ijß(t,t) = -a(t') + a(t) ß(t') + ß(t) 

\ß 
\ f 2 

F0(z) = J e d i , E(t',t) = e x p { - A ( t ' , O | " i ( 0 - M,(/)|2} exp{-ß(* ' , t)\u2(t') - u2(t)\2} . 
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Schließlich ergibt sich für den radialsymmetrischen Integralkern A'(4) 

Si4\t',t) = N,(t\t)N2(t\t), 

H(4\t',t) = 3S{4\t',t)A(t\t) + 3Sl*\t',t)B(t',t)- N2(t',t) 
47r 

-Ni(jt',t) 
4tr 

ß(t') + ß(t) 
F0(0) + 

a(t') + a(t) 
2tr5/2 

F o ( 0 ) 

( a ( f ) + a(t))(ß(t') + ß(t)Wa(t') + a(t) + ß(t') + ß(t) 

117 

( 3 0 ) 

• (31) 

Matrixelemente für das H2-Molekül 

Der Hamilton-Operator H für das H2-Molekül, mit welchem die Berechnung der Matrixelemente über 
A Hi = A'^J zu erfolgen hat, lautet in atomaren Einheiten 

1 1 1 
- Ö V 2 2 2 rlA T\B r2A r2B rX2 

1 1 
— + — (32) 

Mit den Abkürzungen für K ( 3 ) ergibt sich 

S(t',t) = N\(t\ t)N2(t\ t)E(t\ t), (33) 

H(t',t) = S(t',t)A(t',t) [3 - 2A(t',t)\u{(t') - u{(t)\2] + S(t',t)B(t\t) [3 - 2B(t\t)\u2(t') - u2(t)|2] 

- N2ii\ f ) — t ) [F0 [ W ) + a(t))\Da(t', t) - Ra\2) + F0 {(a(t) + a(t))\Da(tt) - RB |2)] 

Ni(t,t)n,lt2irE(t',t)[FQ ( m ' ) + ß m p ß d ' , t ) - r a i 2 ) + F0 ( m ' ) + ß m ^ a ' , * ) - i 2 ) ] 
ßn')+ß(t) 

27r5/2exp(-A(t,,t)\ui(t')-u{(t)\2)Qxp{-B(t',t)\u2(t')-u2(t)\2} 
F0 (C(t\t)\Da -Dß\2) , (34) 

( a ( f ) + a(Mß<jt') + ß(t)Wa(t') + a(t) + ß(t') + ß(t) 

wobei der hochgestellte Index entfallen kann, da nur der Kern AT(3) = A'H2 angewandt wurde. 

Z 

r\ 

Z 1 
— + — 

r 2 r> 

Helium mit radialsymmetrischem Integralkern Operators schreiben als 

Wird der Raumanteil der Wellenfunktion des He- /y 
liumatoms mit dem Integralkern A' (4) generiert, stellt S L ~~ 
das S-Limit eine untere Schranke der erreichba-
ren Energie dar. Als S-Limit bezeichnet man die 
tiefstmögliche Energie unter ausschließlicher Ver-
wendung radialsymmetrischer Funktionen. Damit 
wird im Korrelationsbeitrag auch nur radiale Korre-
lation erfaßbar [5]. Um eine exakte Gleichung für 
die Berechnung des S-Limits zu erhalten, sind im 
Hamilton-Operator für das Heliumatom die sphäri-
schen Anteile zu isolieren. Durch Entwicklung des 
winkelabhängigen Anteils 1/7*12 nach 

1 "1 a 
W 1 — i V 3 

2 r2 dr\ ' r2 dr2 w . 

(36) 

T\2 ^ 
COS 0,2) (35) 

läßt sich die sphärische Komponente des Hamilton-

mit r > = m a x ( r i , r 2 ) [5]. Der tiefste Eigenwert von 
(36) wird dann als S-Limit bezeichnet. Durch Über-
lagerung verschiedener Konfigurationen erhielt HYL-
LERAAS in [6] einen Wert von -2 .8784 Hartree. Er gibt 
aber auch einen Wert von -2 .8808 Hartree an, den er 
in [7] aufgrund numerischer Ungenauigkeiten auf -
2.87860 korrigiert. Bei SHULL [8] findet sich ein Wert 
v o n - 2 . 8 7 9 H a r t r e e u n d b e i T A Y L O R e t a l . - 2 . 8 8 1 H a r -

tree [9]. Ebenfalls durch Konfigurationswechselwir-
kung ermittelte radiale Korrelationsenergien werden 
von HOL0IEN für drei verschiedene Überlagerungen 
angegeben [10] (siehe Tabelle 1). 
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Tab. 1. Grundzustandsenergien unter Einbeziehung radial-
symmetrischer Konfigurationen zur Erfassung radialer Kor-
relation bei Helium nach [10]. 

Konfiguration Energie (Hartree) 

ls2 , l s2s ,2s 2 -2.8604 
ls2 , l s2s ,2s 2 , ls3s, 2s3s,3s 2 -2.87726 
ls 2 , l s2s ,2s 2 , ls3s, 2s3s, 3s2, -2.87836 
ls4s, 2s4s ,3s4s ,4s 2 

Diese Werte dienen als Richtlinie für die mit A' (4) 

berechneten tiefsten Energien, wobei die Matrixele-
mente nicht über H$L sondern über (19) gebildet 
wurden. Auf eine Projektion der sphärischen Kom-
ponenten wurde also zugunsten einfacher Matrix-
elemente verzichtet. Damit sind unabhängig vonein-
ander die Intervalle für die Exponentialparameter 
oc(t) G [amm • • • o m a x ] bzw. ß(t) € \ßmin ... ßmax] 
durch eine zweidimensionale Kurve zu parametrisie-
ren. U m die Rechenzeit möglichst gering zu halten, 
wurde als Punktauswahlmethode in sämtlichen Rech-
nungen die in [ 1 ] angegebene „Energieprofi lmethode" 
eingesetzt. 

Mit dem Ansatz 

a(t) = <2(COS(PITT<)+ l ) + <5, 

ß(t) = Q(cos(P 2 7 r t ) + l ) + ö (37) 

und den Parametern P\ = 1.0, P2 = 500, Q = 
5.5, T = 1.0 und 6 = 0.2 wurden für verschiedene 
Punktzahlen folgende Resultate erhalten (HF-Energie 
P h f = - 2 . 8 6 1 6 8 nach [11]): 

Tab. 2. Tiefste, mit A'141 und H nach (19) erhaltene Energie 
durch Parametrisierung des zweidimensionalen Exponenti-
alraumes. 

N Aunsymm. N -ßunsymm. 

10 -2.5745 60 -2.8583 
20 -2.6948 70 -2.8605 
30 -2.8105 80 -2.8656 
40 -2.8271 90 -2.8673 
50 -2.8519 100 -2.8702 

Schon ab 80 Punkten kann durch diese einfache Para-
metrisierung radiale Korrelation erfaßt werden. Eine 
Erhöhung der Punktzahl über N = 100 hinaus war 
aufgrund schnell einsetzender linearer Abhängigkei-
ten nicht möglich. Vergleicht man das Hartree-Fock-
Resultat nach [11] mit dem exakten Wert - 2 . 9 0 3 7 2 

Hartree nach [12], ergibt sich eine Gesamtkorrela-
t ionsenergie von 42,04 mH, wobei die Radialkorre-
lation 17.3 m H beträgt, wenn von dem Ergebnis in 
[8] ausgegangen wird. Der Anteil der Radialkorrela-
tion an der Gesamtkorrelat ion beträgt also 41.2%. Im 
Vergleich zum HF-Wert nach [11] liefert unsere Para-
metrisierung eine Radialkorrelation von 8.5 mH, was 
in e twa der Hälf te entspricht. Obwohl noch ein relativ 
hoher radialer Korrelationsbeitrag unberücksichtigt 
bleibt, wird unter Anwendung des unsymmetrischen 
Produktkernes A' ( 4 ) und der Integral transformation 
eine niedrigere Energie als die HF-Grundzustands-
energie erhalten und somit ein erster Beweis für die 
Möglichkei t der Korrelat ionserfassung erbracht. Der 
restliche Korrelationsbeitrag rührt von der Winkelkor-
relation her und kann nur durch nicht kernortzentrier-
te Integralkerne erfaßt werden. Im folgenden sollen 
die Ergebnisse mit den verschiedenen Kernen auf-
geführt werden, wobei zur Erfassung eines beträcht-
lichen Anteils der Gesamtkorrelat ion sowohl mehere-
re kernortzentrierte Integralkerne als auch zahlreiche 
aufpunktparametr is ier te Kerne notwendig sind (s. u.). 

Ergebnisse für He mit den Integralkernen Ä"(1) und 
Km 

Die Parametrisierung der Aufpunkte Ui(t) erfolgte 
nach 

uz(t) = Q cos(P ? 7rf) , z = l , . . . , 6 , (38) 

wobei sich die Indices 1 , . . . , 3 auf das Teilchen 1 und 
die Indices 4 . 6 auf Teilchen 2 beziehen. Für die 
sechsdimensionale Kurve wurden folgende Parame-
ter best immt: Q = 2, P , = 1.037, P 2 = 1.346, P 3 = 
1.768, P 4 = 2.031, P 5 = 2.324. P 6 = 2.799. Damit 
ergaben sich für die beiden Integralkerne A"(1) und 
I \ { 2 ) fo lgende Grundzustandsenergien: 

Tab. 3. Grundzustandsenergien von He mit A ( " bzw. A'(21. 

A Funs ymm. Fsymm. A Funsymm. Asymm. 

100 -2.36823 -2.44982 600 -2.44743 -2.50865 
200 -2.41270 -2.47958 700 -2.45036 -2.51338 
300 -2.42823 -2.49090 800 -2.45254 -2.51563 
400 -2.44065 -2.49759 900 -2.45527 -2.52073 
500 -2.44412 -2.50169 1000 -2.45782 -2.52420 

Obwohl eine Symmetr is ierung des Integralkernes ei-
ne Energieabsenkung um durchschnitt l ich 64.5 mH 
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erbringt, muß davon ausgegangen werden, daß die 
durch die Integraldarstellung und Diskretisierung er-
zeugte Aufpunktverteilung noch unzureichend für ei-
ne gute Darstellung der Wellenfunktion ist. Es ist da-
her naheliegend, einerseits den Integralkern zu fle-
xibilisieren, andererseits durch eine geeignete Para-
metrisierung zu versuchen, mehrere kernortzentrierte 
Funktionen zu erzeugen. So kann beispielsweise für 
die Parametrisierung 

Ui(t) = Qsin(Pi7rf) , 2 = 1 , . . . , 6 (39) 

leicht erreicht werden, daß für to = 0 : ul(to) = OV?" 
wird, d.h. eine kernortzentrierte Funktion hinzuge-
nommen wird, wonach sich folgende Energieeigen-
werte ergeben: 

Tab. 4. Grundzustandsenergien bei einer Parametrisierung 
nach (39), so daß für to = 0 beide Aufpunkte am Kern 
lokalisiert sind. 

N N 

100 -2.48314 -2.53012 
300 -2.52145 -2.55417 
500 -2.53216 -2.56433 
700 -2.53752 -2.57106 

200 -2.51277 -2.54183 
400 -2.52850 -2.56028 
600 -2.53590 -2.56728 
800 -2.53952 -2.57436 

900 -2.54133 -2.57701 1000 -2.54361 -2.58030 

Dadurch kann eine energetische Absenkung erreicht 
werden, wobei weiterhin die durchschnittliche Dif-
ferenz zwischen symmetrischem und unsymmetri-
schem Integralkern auf 34.4 mH zurückgeht. An den 
weiteren Resultaten wird sich zeigen, daß der do-
minante Energiebeitrag von kernzentrierten Funktio-
nen herrührt, eine Aufpunktparametrisierung für die 
Erfassung der Winkelkorrelation jedoch unumgäng-
lich ist. 

Einsatz des flexibilisierten Integralkernes Ä"(3) 

Betrachtet man die Form von Ä^(3) genauer, stellt 
man fest, daß dieser für u(t) = ( 0 , . . . , 0) in den radi-
alsymmetrischen Kern Ä' (4) übergeht. Es kann daher 
sowohl eine mit a(t) bzw. ß(t) gewichtete Aufpunkt-
parametrisierung als auch eine radialsymmetrische 
Parametrisierung erfolgen, was durch geeignete Wahl 
der Diskretisierungspunkte geschehen kann. Für die 
Parametrisierung 

Ui(t) = Q sin(Pz7rt), 2 = 1 , . . . , 6; 

a(t) = Q[sin(P77r*) + l ] + <5, 

ß(t) = Q[sin(P 87rO+ + 6 (40) 

kann dies dadurch erreicht werden, daß für u\,..., u^ 
eine geschlossene Lissajous-Kurve zur Anwendung 
kommt, die nach t = nT, n € N wieder am An-
fangspunkt angelangt ist. Man hat also N Punkte im 
Bereich [ 0 . . . T] zu setzen, welche die verschiedenen 
Aufpunkte der Gauß-Funktionen festlegen, während 
für n Punkte an den Stellen tN+n = nT mit n E N die 
u\,..., U(, den Wert Null haben und somit am Kern 
lokalisierte Funktionen generieren. Die beiden Para-
meter P 7 bzw. Pg sind nun so zu wählen, daß an den 
Stellen ^Ar+n ^7 und w8 von Null verschieden sind und 
eine ausreichende Variabilität bieten, um genügend 
flexible radialsymmetrische Funktionen aufzubauen. 
Die Kurve im Generatorraum schließt sich für u-j und 
«8 daher nicht mehr nach einem Intervall der Länge T. 

Die folgenden Rechnungen wurden für die Pa-
rameter P r P 6 von oben, P7 = 3.47398, P8 = 
5.51233,(5 = 5.5 und T = 2000 durchgeführt, wobei 
mit n = 90 Punkten radialsymmetrische Funktionen 
erzeugt werden. N gibt die Gesamtzahl der Punkte 
einschließlich n an. So bedeutet N = 500 die Ermitt-
lung von 410 äußeren Diskretisierungspunkten mit-
tels H(t, t)/S(t, t) unter Hinzunahme von 90 kernlo-
kalisierten Punkten. Folgende Ergebnisse wurden mit 
dieser Methode erhalten: 

Tab. 5. Grundzustandsenergien des Heliumatoms unter An-
wendung von Ä'(3) und Hinzunahme von n = 90 Diskreti-
sierungspunkten für kernortzentrierte Integralkerne. 

N Funsymm. N Funsymm. 

100 -2.870387 600 -2.870399 
200 -2.870399 700 -2.870400 
300 -2.870399 800 -2.870400 
400 -2.870399 900 -2.870400 
500 -2.870399 1000 -2.870401 

Mit obiger Parametrisierung kann nur eine ener-
getische Absenkung von 2mH gegenüber der aus-
schließlichen Verwendung von A'(4) erreicht werden. 
Dies hat seine Ursache darin, daß in der Parametri-
sierung (40) sowohl der Exponentialbereich als auch 
der Aufpunktbereich durch einen einzigen Parameter 
Q festgelegt werden, was eine starke Einschränkung 
darstellt. Durch ein sogenanntes „Q-Splitting" d. h. 
die Verwendung verschiedener Parameter für die 
Aufpunkt- bzw. Exponentialausdehnung, kann die-
se Restriktion leicht beseitigt werden. Obwohl die 
Zahl der Parameter möglichst gering gehalten wer-
den soll, war diese Vorgehensweise unumgänglich. 
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Abb. 1. Verteilung des erzeugten Aufpunktabstandes bei 400000 Abtastpunkten und bei 1500 energieoptimiert bestimmten 
Punkten. 

Damit ergibt sich als Parametrisierung nun 

ul(t) = Qsin(Pj7rO, ?=1,...,6 

a(t) = Q [ s i n ( P 7 7 r t ) + l ] + £ , 

ß(t) = Q[sm(Ps7rt)+\] + 6. (41) 

Der Nachteil der Verwendung eines einzigen Q-
Wertes für die beiden Räume soll auch durch eine 
geometrische Betrachtung verdeutlicht werden. 

Für jedes t r der Menge an Diskretisierungspunk-
ten werden zwei Aufpunkte für U\(tl) für Teilchen 
1 bzw. u i ( t i ) für Teilchen 2 generiert. Die geometri-
sche Struktur der Kurve best immt daher über die Lage 
der Diskretisierungspunkte eine Aufpunktvertei lung 
und damit eine Verteilung der einzelnen Abstände 
dl = y/\u](ti) — W2(/z)|2. Die Größe Q = 5.5 legt als 
Bereich der möglichen Aufpunkte einen Quader der 
Kantenlänge 2Q = 11.0 fest, womit als größter Ab-
stand der Aufpunkte d m a x = 2Qy/3 resultiert. Gene-
riert man für obige Parametrisierung eine Abstands-
verteilung mit 400000 Punkten, dann resultiert die lin-
ke Graphik von Abbi ldung 1. Rechts ist die Abstands-
verteilung bei 1500 Diskretisierungspunkten darge-
stellt, die mit der Profi lmethode erzeugt wurden. Bei-
de Verteilungen besitzen ein Max imum zwischen dem 
8. und 13. Abstandsintervall , wobei der mögliche Ab-
standsbereich [ 0 . . . in 20 äquidistante Teilin-
tervalle eingeteilt wurde. 

Die Überlappung zweier Gauß-Kerne 

Sa(t) = j e~a\r~u,{t)\2e~a\r~U2(t^2dr 

• § M * ) - « 2 ( * ) | 2 - ( J L V 
2a) 

(42) 

- d 2 

2 U 

Tab. 6. Tiefste erreichte Grundzustandsenergien für Helium 
unter Anwendung optimierter Parameter und Q-Splitting. 
Eexakt = -2.903724376 Hartree nach [12] (N ist die Ge-
samtpunktzahl einschließlich der n = 110). 

N 7?unsymm. N Tunsymm. 

610 -2.891863 1110 -2.893223 
710 -2.892301 1210 -2.893894 
810 -2.892546 1310 -2.894627 
910 -2.892740 1410 -2.895333 
1010 -2.892984 1510 -2.895756 

nimmt jedoch mit dem Abstand sehr schnell ab. Ein 
relativ kleiner Exponent von a = 0.2, der eine flach 
abfallende Gauß-Funkt ion erzeugt, führt schon bei 8 
a.u. zu keiner nennenswerten Überlappung mehr. Ei-
ne große Zahl von Punkten kann mit dieser Parame-
trisierung also in der zu lösenden HILL-WHEELER-
Gleichung 

[H(t\ t) - eS(t',t)]f(t) dt = 0 (43) 

keine von Null verschiedenen Matrixelemente beitra-
gen. Die Entkopplung der Parametrisierungen mittels 
(41) führt hingegen zum gewünschten Ergebnis, wenn 
der Bereich der möglichen Aufpunkte stark verklei-
nert, für die Exponenten jedoch eine hohe Schwan-
kungsbreite zugelassen wird. Damit wird es möglich, 
mittels aufpunktparametris ier ter Integralkerne auch 
beträchtliche Winkelkorrelationsanteile zu erhalten, 
wie in Tab. 6 deutlich wird. Als Kurvenparameter 
wurden dabei die Werte für P\ bis P^ der vorher-
gehenden Rechnung unverändert gelassen, wobei die 
anderen Parameter die Werte P-j = 3 .473987. P« = 
0.841421. Q = 0.3. Q = 10.5, n = 1 1 0 , T = 2000 
annehmen, n steht wiederum für die Anzahl an 
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Diskretisierungspunkten, welche kernortzentrierte In-
tegralkerne erzeugen. Für den exakten Wert nach [ 12], 
das S-Limit nach [8] und den Hartree-Fock-Wert nach 
[11] teilen sich die Korrelationsbeiträge folgender-
maßen auf: die gesamte Korrelationsenergie beträgt 
42.04 mH, wovon 17.3 m H auf die radiale und 24.74 
mH auf die Winkelkorrelation entfallen. Die reine An-
wendung des radialsymmetrischen Integralkernes lie-
fert einen Radialkorrelationsbeitrag von 8.5 mH. Bei 
Berechnung mit dem flexibilisierten Integralkern ist 
eine Trennung in Radial- und Winkelantei l nicht mehr 
ohne weiteres möglich, da auch nicht genau kernzen-
trierte Funktionen einen Beitrag zur radialen Korre-
lation leisten können. Ferner kann der nur mit radi-
alsymmetrischen Kernen gewonnene Wert nicht als 
Bezugspunkt verwendet werden, da die vollständige 
radiale Korrelation unter Verwendung von Ä"(4) noch 
nicht erfaßt wurde. Auch wurde keine spezielle Form 
des Hamiltonoperators vorausgesetzt , wie es bei der 
Best immung des S-Limits der Fall war. Die erfaßte 
Gesamtkorrelation unter Einsatz des flexiblen Kerns 
beträgt 34 .08mH, bzw. 81.1% des exakten Wertes. 
Über die jeweil igen Anteile von radialer und Win-
kelkorrelation sind jedoch keine genauen Aussagen 
möglich. 

Insgesamt kann festgestellt werden, daß auch oh-
ne Hinzunahme von Korrelat ionstermen in den Inte-
gralkern und mit einfacher Kurvenparametr is ierung, 
welche eine stetige Funktien darstellt, schon 81 % der 
Korrelationsenergie von He erhalten werden können. 

Resultate für H2 

Die exakte Grundzustandsenergie für H 2 beträgt 
- 1 . 1 7 4 4 0 Hartree nach [13], und für das HF-Limit 
geben Schulman und Kaufman in [14] einen Wert 
von —1.134 Hartree an. Dies entspricht einer Korre-
lationsenergie von 40.4 mH, die als Vergleichsgröße 
für unsere Berechnungen dienen soll. 

Zur Berechnung des H 2 Grundzustandes wurde ei-
ne Kurvenparametris ierung nach 

Ui(t) = Qcos(P ;7r£) , 2 = 1 , . . . 6, 

a(t) = 0 ( cos (P 7 t t * ) + l ) + <5, 

ß(t) = 0 (cos (P 8 7r t ) + \) + 6 (44) 

mit den Parametern 
P, = 1.013, P2 = 1.222, P3 = 1.477, 
P4 = 1.698, P5 = 1.880, P6 = 2 .015, 
P7 = 2.433, P8 = 2.672, <5 = 5.0, 
T = 1000, 6 = 0.2, Q , Nvar iabe l 

vorgenommen, ohne zusätzliche Diskretisierungs-
punkte für ausgezeichnete Aufpunktpos i t ionen des 
Integralkernes einzuführen. Die Kurve besitzt damit 
die allgemienste Form, wobei die Absolutbeträge der 
Kurvenparameter P? keine dominierende Rolle spie-
len. Es muß mit diesen Parametern nur gewährleistet 
werden, daß in Kombination mit T eine dichte Kur-
ve entsteht (siehe [15]). Ausschlaggebender sind die 
Parameter Q und Q, welche die mögl iche Verteilung 
der Aufpunkte und den Exponentialbereich festlegen. 
Ohne Anwendung des „Q-Splitt ings" konnten keine 
befr iedigenden Resultate erhalten werden. Der Wert 
Q = 5 .0 hat sich in zahlreichen Testrechnungen als 
optimal erwiesen, wogegen der Raum der mögl ichen 
Aufpunkte klein gehalten werden mußte (Q = 0.7 -
1.0). In Tab. 7 sind für verschiedene Q-Paramete r 
und Punktzahlen N die Grundzustandsenergien an-
gegeben. 

Tab. 7. Grundzustandsenergien des H2-Moleküls für ver-
schiedene Punktzahlen N und Aufpunktausdehnungen Q. 
Die letzte Spalte enthält die Ergebnisse unter Einbeziehung 
von 50 nach A R I C K X bestimmten Punkten. 

N Q= 1.0 Q = 0.9 Q = 0.7 Q = = 0.7 (A) 

100 -1.034210 -1.041321 -1.054549 -1. .152883 
200 -1.052174 -1.058516 -1.068634 -1. .155962 
300 -1.077555 -1.077973 -1.081829 -1. .157508 
400 -1.091329 -1.097947 -1.103658 -1 .158981 
500 -1.104794 -1.111146 -1.116303 -1 .160361 
600 -1.118059 -1.122139 -1.124157 -1. .161448 
700 -1.122289 -1.127982 -1.132066 -1. .162250 
800 -1.125198 -1.130823 -1.134948 - 1 .162747 
900 -1.127278 -1.132744 -1.137946 - 1 .163114 
1000 -1.130486 -1.137203 -1.140011 - 1 .163394 
1100 -1.141837 -1.145458 -1.144904 - 1 .163648 
1200 -1.145974 -1.151074 -1.154762 - 1 .164169 
1300 -1.147367 -1.151865 -1.155942 - 1 .164435 
1400 -1.147836 -1.152234 -1.156214 - 1 .164574 
1500 -1.148078 -1.152461 -1.156377 -1 .164658 

Wie weitere Testrechnungen ergaben, ist für Q = 
0.7 ein optimaler Wert erreicht worden, und eine Ab-
senkung unter 0.7 führt zu linearen Abhängigkei ten 
in den entstehenden Matrizen. Wie in [1] dargelegt 
wurde, besteht die Möglichkeit , durch unterschied-
liche Verfahren gewonnene, zu schneller Konver-
genz führende Diskretisierungspunkte zu kombinie-
ren. Es wurden dazu 50 Punkte durch Anwendung des 
ARICKX-Algorithmus best immt und mit N - 50 Pro-
filpunkten vereinigt, wobei diejenigen Profi lpunkte 
eliminiert wurden, die zu den tiefsten lokalen Min ima 
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führten, um lineare Abhängigkeiten zu vermeiden. In 
[ 1 ] wurde schon erwähnt, daß eine Punktbestimmung 
nach ARICKX schneller zu einer Konvergenz führt als 
die Energieprofilmethode, woraus sich nach Kombi-
nation der beiden Punktmengen auch die wesentlich 
besseren Energiewerte ergeben. 

Bezieht man sich auf das HF-Limit nach [14], dann 
beträgt die hier erfaßte Korrelationsenergie 30.7 mH 
bzw. 76% der Gesamtkorrelation, was ebenfalls schon 
einen beträchtlichen Anteil darstellt. Es bleibt aber 
noch ein ähnlicher prozentualer Beitrag an Korrelati-
onsenergie wie beim Heliumatom unerfaßt. 

Diese Restenergien können im Rahmen der Dis-
kretisierungsmethode so verstanden werden, daß erst 
bei voller Raumfül lung der Kurve und ansteigen-
der Punktzahl der exakte Wert erwartet werden darf, 
was allerdings numerische Probleme aufwirft , wie sie 

auch bei anderen wellenmechanischen Methoden für 
Vielteilchenprobleme bekannt sind. 

Es sollte noch darauf hingewiesen werden, daß bei 
unvollständiger Ausfül lung der Kurve auch bei belie-
big hoher Punktzahl kein Wert zu erwarten ist, der mit 
dem exakten übereinstimmt. 

Im übrigen muß zum Schluß noch betont werden, 
daß wir uns hier bewußt auf die Diskretisierungs-
methode beschränkt haben, die uns zur Einführung 
in die Problematik und Anwendung der Eindimen-
sionalisierung besonders günstig schien. Es besteht 
kein Zweifel darüber, daß auch der Einsatz von Funk-
tionsbasen auf der Kurve oder soger die numeri-
sche Lösung der eindimensionalen HILL-WHEELER-
Gleichung durchaus Wege sind, auf denen man erfolg-
reich die hier vorgelegte Methode der Eindimensio-
nalisierung der Schrödingergleichung angehen kann. 
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